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Abstract

Polynomfunktionen —ein Vorkurs zur Analysis

In der vorliegenden Arbeit geht es um die experimentelle Erforschung von Phénomenen
der Polynomfunktionen von den Schilerinnen einer 4. Klasse Handel sakademie. In vier
Unterrichtsstunden werden deren Eigenschaften an Hand ihrer Graphen untersucht und
nach einem Zusammenhang mit ihrer Termdarstellung gesucht. In dem nachfolgenden
Test wird der Wissensstand der Schilerlnnen Uberprift. Eine Fragebogenerhebung und
zwel Gruppeninterviews informieren Uber Selbsteinschdtzung der Schilerlnnen, deren
Gefuihle bel der Arbeit und die Evaluation der Unterrichtseinheit. Mdglichkeiten und
Grenzen des Vorkurses werden dargestellt, kommentiert, interpretiert und bewertet.
Schliefdich werden Konsequenzen fir die Zukunft aufgezeigt.

Angelika Baumgartner
Bundeshandel akademie und Bundeshandel sschule Althofen
A-9330 Althofen, Friesacherstrasse 4

e-mail: baumgartner.angelika@gmx.at



1. Ausgangssituation

1.1 Beschreibung der Ausgangssituation

In meiner 20-jahrigen Erfahrung als Mathematiklehrerin an der Handel sakademie habe
ich Polynomfunktionen (PF) an verschiedensten Stellen und in unterschiedlichem
Umfang in meinem Unterricht behandelt. Das Reslimee dieser Erfahrung ist, dass ich
diese Funktionen sehr gerne unterrichte. Sie sind meines Erachtens nach leicht
begreifbare, stetige, leicht differenzierbare und leicht integrierbare Funktionen, also in
meinen Augen kein schwieriger mathematischer Stoff.

Sie kommen bel den Schilerlnnen ,gut” an, denn sie sind fre von Lucken und
Polstellen, sie ndhern sich keinen Asymptoten und haben keine nicht differenzierbaren
Stellen. Die Definitionsmenge ist leicht zu bestimmen — mit einem Wort, sie verbergen
keine mathematischen Tucken und Fallen fur den Durchschnittsschiler. Die
Unkompliziertheit dieser Funktionen ist wahrscheinlich mit ein Grund, warum diese
auch den Absolventen nach der Matura in durchaus positiver Erinnerung bleiben.

Aus Gesprachen mit 2 ehemaligen Schilerlnnen entnehme ich, dass sie die
Polynomfunktionen in guter Erinnerung aus ihrem Mathematikunterricht haben. Exakte
Definitionen sind den beiden zwar nicht geblieben, aber sie erinnern sich, dass PF
verschiedenen Grades sein konnen, leicht zu differenzieren und integrieren sind, PF
Uber Wendepunkte und Steigungen aufgesucht werden kénnen und man dazu eine
Bedingung mehr braucht als der Grad angibt. Als ,,Nachnutzung® werden Steigungen
as Hilfsmittel fur bewegliche Systeme in der Juristerel und das Aufsuchen von PF Uber
Gleichungssysteme als Werkzeug gesehen, wie man an ein Problem herangeht; die
Behandlung von PF wird als ein Beitrag zum analytischen Grundverstandnis gesehen.

Ich weil3 diese Funktionen als Lehrerin auch deshalb sehr zu schétzen, da sie eine grof3e
Vidfat an Schularbeits- und Prifungsfragen erlauben. Schilerlnnen bearbeiten diese
Aufgabenstellungen sehr bald eigenstdndig und haben dadurch viele, kleine
Erfolgserlebnisse. Sie legen ihre Scheu und Angst ab und arbeiten und hantieren mit
den PF. Sie sind nicht mehr so in aufwendige Rechenabléufe verstrickt, dass sie den
roten Faden bei der L6sung des Problems verlieren.

Meinen Beobachtungen nach sind PF bel den Schilerlnnen ein beliebtes Kapitel der
Schulmathematik in der Handel sakademie.

Auf Grund dieser Tatsache geschieht noch etwas anderes in der Mathematikstunde: die
Schilerlnnen unterhalten sich Uber PF, enerseits untereinander, andrerseits mit der
Lehrerin. PF fordern und entwickeln also die Kommunikation Gber die Mathematik.
Dies ist fur mich auch ein interessanter Aspekt, doch soll er nicht in dieser Arbeit
untersucht werden.

Diese vielen angenehmen Eigenschaften der PF fir Lernende und Lehrende stellen
insgesamt einen grof3en Vorteil dar. Das Wissen des Lehrers um diesen Vorteil macht
fur mich den Mythos aus, der diese Funktionen umgibt und diese bei Schilerlinnen,
Absolventinnen und Lehrerlnnen so beliebt macht.



Ich mochte as Lehrerin diesen Vortell nitzen und PF as Mitte ensetzen, um
verschiedene Begriffe zu wiederholen; vor alem aber sollen die Schilerlnnen
Phanomene der PF an ihren Graphen untersuchen und dann beschreiben. Damit sollen
Begriffe anschaulich vorbereitet werden, die in der Differential- und Integralrechnung
von zentraler Bedeutung sind.

Im Lehrplan der Handelsakademie sind PF in der 2. Klasse erwahnt. In der 4. Klasse
werden sie nicht explizit aufgezahlt, aber im Rahmen der Anaysis werden die
Funktionsdiskussion, Extremwertaufgaben, die Integrationsregeln und die Kosten und
Preistheorie wohl kaum ohne die ,, gutmitigen® Polynomfunktionen auskommen.

Daich in der 2. Klasse meist nur lineare und quadratische Funktionen behandle, haben
wir in den letzten 2 Jahren in der 4. Klasse vor der Analysis Funktionen im allgemeinen,
sowie PF im speziellen wiederholt. Dabel habe ich mich stets bemiiht, einerseits einige
Grundbegriffe zu wiederholen und zu festigen, besonders aber jenes Wissen in den
Schulerlnnen zu entwickeln, das in weiterer Folge in der Analysis gebraucht wird.

1.2 Worum geht es eigentlich?

Durch den vorliegenden Vorkurs sollten die Definitionen der beobachteten Ph&nomene
in der dann folgenden Differentialrechnung fir die Lernenden verstandlicher sein.
Verstandlicher deshalb, well ich meine, dass die Zusammenhdnge zwischen
Funktionsgraphen und Funktionsvorschriften von den Schilerlnnen reproduziert werden
konnen, da die Bilder der PF im Gedéachtnis frisch und prasent sind. Auch bin ich der
Meinung, dass die mathematische Prézisierung der bereits in der Vorbereitung
beobachteten Wahrnehmungen leichter verstanden werden wird.

In der Folge werde ich die Inhalte anflhren, denen besondere Bedeutung im Rahmen
meiner Untersuchung zukommt.

Zu den Wiederholungsbegriffen (WH 1, 2, 3), die zwar nicht der eigentliche
Gegenstand meiner Untersuchung, aber doch von Bedeutung bel der Untersuchung der
Funktionsgraphen von PF sind, gehéren unter anderen die folgenden:

WH 1: Was ist das Uberhaupt - eine PF?

Die Begriffe ,, Funktion” und , Polynom* einschliefdlich der bereits bekannten linearen
und quadratischen Funktionen aus der 2. Klasse werden wiederholt. Ich mochte auf 2
Arten der Darstellung ener Funktion konkret hinweisen: Zum einen die
Termdarstellung, die Ubersichtlich, kurz und gut fir Berechnungen zu brauchen ist. Man
kann sich aber nicht sehr viel darunter vorstellen — sie ist zunéchst abstrakt. Um diese
Abstraktheit anschaulicher zu machen, gibt es die Mdglichkeit eine Funktion graphisch
darzustellen. Diese ist zwar wesentlich anschaulicher, hat aber den Nachteil, dass fir
Berechnungen die Termdarstellung durch das Aufstellen und Ldsen eines
Gleichungssystem erst herausgefunden werden muss.

Die folgende Frage erhebt sich daraus fir mich:

Konnen Zusammenhdnge zwischen der Termdarstellung einer PF (ihrem Grad =
hochste vorkommende Potenz von x) und ihrem Verlauf in den Lernenden
experimentell entwickelt werden?




WH 2: Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Schnittpunkte mit der yAchse (S)) werden als die ,Zahlen®" in der Termdarstellung in
Erinnerung gerufen. Sie ergeben sich , wenn x = 0 gesetzt wird. Bel der Untersuchung
von Kostenfunktionen ergeben sich aus S, die fixen Kosten.

Schnittpunkte mit der xAchse (Nst = N) werden durch y = 0-Setzen herausgefunden.
Die Nullstellen von linearen und quadratischen PF wurden in der 2. Klasse bereits
besprochen, ebenso die Unterschiedlichkeit von einfachen und doppelten Nullstellen. Es
sollte hier nochmals auf einen weit verbreiteten Fehler bei Mathematik- Lernenden
eingegangen werden: Gleichungen (wie sie sich bei der Nullstellenberechnung ergeben)
konnen durch  Aquivalenzumformungen  vereinfacht  werden, nicht so
Funktionsvorschriften. Die Berechnung der Nullstellen von PF, deren Grad hoher as 2
ist, fuhrt auf Gleichungen 3. und hoheren Grades. Moéglichkeiten zu deren L6sung
koénnen aufgezeigt werden. Auf die Moglichkeit des Einsatzes der Excel-Zielwertsuche
mochte ich extra hinweisen. Anwendungen sind in der Kosten und Preistheorie zu
erwarten, wo die Nullstellen von Gewinn- und Erlésfunktionen wirtschaftliche
Bedeutung haben.

WH 3: Definitionsbereich

Wir wiederholen den Definitionsbereich (D) einer Funktion und worauf dabei zu achten
ist. Weiters legen wir fest, dass der D einer Funktion (durch eine zusétzliche Angabe)
dadurch eingeschrankt werden kann, sodass die Funktion in einem bestimmten Intervall
flr x gezeichnet und interpretiert wird. Durch Veréndern dieser Einschrankungen kann
der Bildschirmausschnitt sinnvoll gestaltet werden.

Die folgenden Begriffe stellen Inhalte dar, die as Vorbereitung fur die Differentia- und
Integralrechnung sinnvoll erscheinen.

1. Das Monotonieverhalten und dessen Anderungspunkte

Zundchst erscheint es mir wichtig, den mathematischen Begriff ,monoton* vom
umgangssprachlichen abzugrenzen. Die Beschreibung des Auf- und Abwaértstrends
einer Funktion auf Grund seines Graphs ist den meisten Lernenden leicht mdoglich. Ich
bin auch der Menung, dass die Unterscheidung von absoluten und relativen
Extremstellen an Hand des Graphs gut erklarbar ist. Es koénnen die relativen
Hochpunkte (,Berggipfel“) und die relativen Tiefpunkte (,Tasohlen®), adso die
Anderungspunkte des Monotonieverhaltens, einerseits aus dem Graphen abgelesen
werden, andrerseits mit Hilfe des Excel- Solvers bestimmt werden. Durch wiederholte
Beschreibung von Funktionsgraphen ausgewéhlter PF sollte es den Schilerlnnen
moglich sein, eine Vermutung Uber den Zusammenhang zwischen der maximalen
Anzahl der Extremstellen und dem Grad der PF herauszufinden. Die Bereiche eines
konstanten M onotonieverhaltens sollen durch Intervalle angegeben werden. Es soll auch
ersichtlich sein, dass die Anzahl der Anderungen des Monotonieverhaltens ungleich der
Anzahl der Bereiche eines konstanten Monotonieverhaltensist.

Basierend auf diesem Wissen sollte Einfuhrung und Definition der 1. Ableitung und
ihrer Bedeutung fur die Funktionsdiskussion als wesentlich leichter empfunden werden
als ohne dieses V orwissen.

2. Das Krimmungsverhalten und dessen Anderungspunkte

Die Vorstellung, mit einem Auto dem Funktionsgraphen entlang zufahren und dies mit
Ricksicht auf die "mathematische Vorgangsweise® (von links nach rechts
fortschreitend), ist ein probates Hilfsmittel fir die Entscheidung, ob nach links oder




nach rechts eingeschlagen werden muss. Bereiche des Linkseinschlags daher als
linksgekrimmt, Bereiche des Rechtseinschlags a's rechtsgekrimmt zu bezeichnen, ist
nun selbstverstdndlich. Die Krimmung der Kurve in Hochpunkten as stets
rechtsgekrimmt, in Tiefpunkten als stets linksgekrimmt zu erkennen ist auch ein
Anliegen meiner Untersuchung. Die Anderungsstellen des K riimmungsverhaltens sollen
aus dem Graphen ungefdhr abgelesen werden. Manchmal wird es notwendig sein, den
Bildausschnitt zu verandern, um diese Ablesungen durchfihren zu kdnnen. Mit diesem
Hintergrundwissen Uber die Krimmung einer Funktion und deren visueller Vorstellung
sollte die Einfuhrung der 2. Ableitung in der Differentialrechnung fir die Lernenden
verstandlicher und daher leichter sein als ohne dieses. Auch hier sollen die Schilerinnen
als mathematisches Muster erkennen: die maximale Anzahl der Anderungspunkte des
Krimmungsverhaltens = Grad der Funktion minus 2.

Vorbereitet wird damit auch das leichtere Verstehen und Erkennen von progressivem
und degressivem Anwachsen von Kostenfunktionen, die Interpretation der Kostenkehre
und die Absatzel astizitét.

1.3 Forschungsfrage

Kann durch die vorliegende Unterrichtseinheit in der 4. Klasse fur die Analysis
wesentliches Grundwissen Uber die oben angefiihrten Pra-Analysis-Inhalte (1 und
2) und den Begriff WH 2 (Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen) entwickelt
werden?

Welche der oben aufgelisteten Punkte konnen intuitiv erkannt und in einem
zufriedenstellenden Ausmald verstanden werden? Konnen diese Begriffe in einem
solchen Ausmal? erfasst werden, das deren Behandlung in der Analysis zu erleichtern
verspricht? Wird das anschaulich erworbene Wissen beispielsweise verwendet werden
kénnen, um Wendepunkt und Wendetangente zu verstehen und nicht nur in einem
Reiz-Reaktions-Mechanismus nach einem Schema-F zu bestimmen? Wie viel Hilfe
kénnte in dem anschaulich erworbenen Wissen fir spétere konkrete Definitionen der
Differentialrechnung stecken?

In der Unterrichtseinheit sollen die Schilerlnnen durch einen experimentellen Zugang
zum Kapitel PF ermuntert und angeregt werden, den Verlauf von PF zu studieren und
Zusammenhange zwischen der Termdarstellung und der graphischen Darstellung
empirisch zu erfassen. Durch einen anschliefend durchgefiihrten Test soll der
Lernerfolg festgestellt werden.

Neben der Vermittlung von empirischem Wissen sollen mdglichst viele ,Aha-
Erlebnisse” in den Schilerlnnen erzeugt werden und so (eigentlich als Nebeneffekt)
Angst und Scheu vor Mathematik Uberwunden werden.




2. Arbeitsphase
2.1 Beschreibung

15. November 2001 (Doppel stunde)

Als Vortbung findet unter Zuhilfenahme von Excel FREIES EXPERIMENTIEREN mit
PF 1. bis 4. Grades statt.

Excel ist den Schilerlnnen der HAK aus dem Informatikunterricht der 2. Klasse
bekannt. Das Werkzeug zur graphischen Darstellung von PF, der Diagramm-Assistent,
wird erlautert und auf einige Besonderheiten, die fir den Mathematikunterricht wichtig
sind (zB: Diagrammtyp: Punkt xy, Gitternetzlinien, Veranderung des Mal3stabs auf den
Achsen und &hnliche), hingewiesen. Das Formatieren der gezeichneten Graphen wird
kurz besprochen.

In der Klasse, in der der Vorkurs stattfindet, sind 26 Schilerlnnen, die paarweise (in
selbstgewahlter Zusammensetzung) an einem Computer arbeiten. Das Arbeitsprogramm
besteht in der Darstellung beliebiger Funktionsgraphen von PF 1. — 4. Grades, wobei die
Koeffizienten durch Konstruktion eines Schiebereglers in Excel variiert werden und im
Herausfinden ihrer mathematischen Eigenschaften. Dann werden die Nullstellen mit der
Zielwertsuche ermittelt und im Graphen kontrolliert. Der Unterschied zwischen
einfachen und Doppelnullstellen wird erlautert. , Bergspitzen® und , Talsohlen* (wie die
relativen Extremwerte zunachst bezeichnet werden) werden Uber den Einsatz des Excel-
Solvers bestimmit.

22. November 2001 (Doppelstunde)

Die Arbet efolgt in Zweiergruppen im DV-Saal mit 14 einsatzfahigen Computern
unter Inanspruchnahme von Excel (zur Zeit einziges verflugbares Programm fur
Mathematik), wobei die Partnerwahl den Schilerlnnen Uberlassen wird. Nur bel 2 sehr
homogenen (jeweils 2 sehr gute bzw. sehr schlechte Schiilerlnnen) Paaren empfehleich
eine polare Aufteilung, die auch ohne Probleme angenommen wird. Ein (guter) Schiler
arbeitet alleine; durch die rdumliche Nahe und die dadurch mégliche Kommunikation
zu seinem Freund ist das kein Problem.

Jede(r) Schulerln erhélt das Arbeitsprogramm mit Informationen und Arbeitsauftragen
fur die néchsten 2 Stunden darstellt.

Am Beginn der 1. Stunde werden die Eigenschaften von PF genau und die Auftrége
vom Arbeitsblatt 1 besprochen. Die Graphen der Funktionen y1, y3, y5 und y7 sind in
Excel zu zeichnen und danach die Tabellen am Arbeitsblatt 1 und 2 auszufillen bzw.
Kurzantworten einzutragen. Fur verschiedene Eintragungen (wie Nullstellen) sollten die
Zielwertsuche, fur andere (wie relative Extremwerte) der Solver eingesetzt werden. Die
Funktionen y2, y4, y6 und y8 sind freiwillige Ubungsaufgaben im Hinblick auf Test
und Schularbeit.

Die Vermutungen am Ende vom Arbeitsblatt 1 und 2 sollten nach Auseinandersetzung
mit den PF zu Hause eingetragen werden.

Arbeitsblatt 3 und 4 sind die Hausiibung.

Eine weitere Empfehlung an die Schilerlnnen ist, in den Schulstunden méglichst viel zu
erarbeiten, um den Aufwand zu Hause so gering wie moglich zu halten.

Das Arbeitsprogramm im Anhang A1 wird an jede(n) Schilerln ausgeteilt.



2.2 Beobachtungen wahrend der Arbeitsphase

Um von der Arbeitshaltung, der Art des Problemldsens und schliefdich vom Ergebnis
der Arbeit der Schilerlnnen moglichst viel einzufangen, habe ich meine Fachkollegin
an der Schule gebeten, mich dabei zu unterstitzen und gemeinsam sind wir zu
folgenden Ergebnissen gekommen.

Besonder s auffallende Beobachtungen:
Alle waren intensiv und konzentriert bei der Sache. Jeder war interessiert und
wollte die Bearbeitung der Arbeitsauftrage weitestgehend erfiillen.
Allen Schulerlnnen war die Aufgabenstellung klar, bel einigen zeigten sich
fachliche und technische Probleme.
Niemand beschéftigte sich mit anderen Inhalten.
Es gab fachliche Kommunikation innerhalb der Zweierteams, zwischen den
Teams und mit den Lehrerinnen.

Fur meine Kollegin besonders auffallend war das unterschiedliche Arbeitstempo und
die unterschiedlichen Fertigkeiten im Umgang mit Excel der einzelnen Arbeitspaare.
Fir mich war diese Beobachtung nicht so tberraschend, da ich vom unterschiedlichen
mathematischen Wissensstand dieser Klasse well3.

Fir mich war eine interessante Beobachtung, dass wirklich ale Schilerlnnen
konzentriert und mit Interesse gearbeitet haben.

Beobachtungen am Rande:
- Jasmin und Bernadette schauen im Schulibungsheft nach

Viele drucken sich die Kurven aus, welil sie leichter am Papier nachschauen als
am Bildschirm
Martina und Barbara haben technische Probleme (Zielwertsuche und Solver)
und erhalten von mir die erforderlichen Erklérungen
Andreas. ,Sind die verschiedenen Anzahlen des Krimmungsverhaltens gleich
der Anzahl, wie oft sich das Krimmungsverhalten andert?*
Arnulf und Hartmut entdecken unabhangig voneinander einen Fehler von mir
beim Graphenpuzzle (Punkt €)
Rat an Hartmut und Chrigtiane: um genaue Angaben tiber Anderungspunkte zu
machen, muss der Bildschirmausschnitt verandert werden.
Die Partnerzusammensetzung erweist sich bei Christian und Wilfried als sehr
gut: Wilfried ist der Ideenlieferant und Christian der genaue, exakte Arbeiter.
Arbeitstempo ist sehr unterschiedlich und wird von den Teams selbst bestimmt.
Einige sind am Ende der Doppelstunde mit allen Funktionen vom AB 1 + 2 und
Arbeitsblatt 3 fertig, einige (6 Madchen) haben erst mit dem AB 2 begonnen.
Melanie und Doris kennen sich besonders schlecht aus und halten oft bel den
anderen Nachschau
Viele nitzen die Gelegenheit, ihre Unklarheiten durch ein Gesprach mit mir zu
beseitigen



Per sbnliche Beobachtungen und Kommentar:
Ich personlich hatte ein sehr gutes Gefihl wahrend der Doppel stunde.
Auf Grund des Einsatzes und des Interesses der Schiilerlnnen glaube ich, dass
das Arbeitsprogramm passend zusammengestellt war. Damit gab es in mir ein
Gefuhl der Erleichterung.
Den auffallenden Arbeitseinsatz der Schilerlnnen fuhre ich auch auf deren
Neugierde zurick.
Durch die Ausgabe des Arbeitsprogramms konnte jeder sein Arbeitstempo selbst
bestimmen: also waren die besseren Schilerlnnen schneller, die schwécheren
langsamer. Dadurch gab es bel den Besseren keine Langeweile.
Meine Rolle war eine Doppelrolle: einerseits war ich der ,,coach* fir die
auftretenden Probleme und andrerseits schlUpfte ich in die Rolle des
Beobachters. Meine Hilfestellungen gab ich in Form von Einzelgesprachen (mit
1 oder 2 Schilerlnnen), die meiner Meinung nach sehr kldarend wirkten. Die
Rolle des Beobachters fand ich sehr spannend, da ich im ,normalen*
Unterrichtsgeschehen dafiir eigentlich keine Zeit habe.

3. Kontrollphase
3.1 Ablauf

29. November 2001 (Doppel stunde):

Die Unterrichtseinheit findet in der Klasse statt. Einer der Grinde dafur ist die Tatsache,
dass der DV-Saal meistens durch den Unterricht in den kommerziellen Gegenstanden
belegt ist und die ,,Mathematikstunde am Computer” nur durch einen Stundentausch
moglich ist. Ein weiteres organisatorisches Problem ergibt sich daraus, dass der Test im
DV-Saal nur in Partnerarbeit geschrieben hétte werden konnen. Ich wollte aber tber den
Wissensstand des einzelnen Bescheid wissen. Es war mir jedoch bewusst, dass die
Prifungssituation jetzt eine andere as in den letzten 2 Doppelstunden war. Um dieser
unterschiedlichen Situation gerecht zu werden, versuchte ich den Test unter
Einbeziehung von Excel-Graphiken dem Bildschirmausschnitt anzundhern.

Zuerst werden die Ergebnisse der Arbeitsauftrage, die Hausibung und damit
verbundene Unklarheiten besprochen.

Die am haufigsten auftretende Unklarheit: die  Anderungspunkte des
Monotonieverhaltens werden auch fir die Anderungspunkte des Kriimmungsverhaltens
aufgefasst. Ich versuche ausfuhrlich, diesen Fehler zu kl&ren und die Unterschiede der
Anderungspunkte durch Interpretieren an den Funktionsgraphen darzulegen.

Im Anschluss daran wird ein Test tUber PF (Gruppe A, B) ausgeteilt, den jeder Schiler
in 30 Minuten einzeln zu bearbeiten hatte.
Die Note des Tests ist Tell der Mitarbeitsnote.

Test (A, B): siehe Anhang A2



3.2 Ergebnisse des Tests

Sehr Gut 4
Gut 4
Befriedigend 10
Gentigend 5
Nicht Genuigend 3

Durchschnittlich erreichte Punktezahl: 14,27 Punkte.

Die beste Arbeit erreichte 23 Punkte, die schlechteste 3 Punkte.

Die Maximalzahl von 26 Punkten erreichte niemand und wurde auch von mir nicht
erwartet. Leistungen mit mehr als 21 Punkten erschienen mir reif fir ein ,Sehr gut”.
50% davon, also 10,5 Punkte, wéren fir mich das untere Limit fur ein , Genlgend®. Da
ich keine halben Punkte verwendete, legte ich as untere Grenze fir ,, Genligend“ 10
Punkte fest.

Folgendes Notenschema war die Grundlage der Beurteilung:

0-9 Punkte 10-12 Punkte 13-16 Punkte 17-20 Punkte | 21-26 Punkte
Nicht geniigend | Gentigend Befriedigend Gut Sehr gut
Beispid 1:

Fir die2 Telleaund b gab esje 5 Punkte. Fur die Skizze und fur die 4 Fragen gab es je
1 Punkt

Von 10 mdglichen wurden durchschnittlich pro Schilerln 6,42 Punkte (64,2%) erreicht.

Beispid 2:

Fir die 2 Teile a und b wurden je 6 Punkte vergeben. Fir die Feststellung des Grades
und das Ablesen der Nullstellen wurde je 1 Punkt vergeben, fur die Angabe von Hoch
und Tiefpunkt 2 Punkte, fur die Beschreibung des Krimmungsverhaltens und die
Angabe des(r ) Anderungspunkte(s) auch 2 Punkte.

Von 12 moglichen wurden durchschnittlich pro Schilerln 6,76 Punkte (56,3%) erreicht.

Beispid 3:

Fir das Herausfinden der Funktionsgleichung erreichte man 2 Punkte, die Angabe der
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen war 1 Punkt und einer Besonderheit war
ebenfalls 1 Punkt wert.

Von 4 mdoglichen wurden durchschnittlich pro Schilerln 1,08 Punkte (27%) erreicht.

Fur mich ergeben sich folgende Uber legungen zu den Ergebnissen dieses Tests:

Die Testergebnisse stellen im Vergleich zu den Mathematiknoten dieser Klasse ein
gutes und fur Lehrerin und Schilerlnnen zufriedenstellendes Ergebnis dar. Von den
nicht genligenden Arbeiten gab es eine mit 3 Punkten, die beiden anderen erreichten mit
8 und 9 Punkten die Néhe des Gentigend.

Das erste Beispiel hat am besten abgeschnitten. Der Verlauf der Graphen war zwar
handisch zu skizzieren, doch da es PF vom Grad 1 und 2 waren, bereitete dies den
meisten Schulerlnnen keine Probleme.




Beobachtete Fehler:
die Nullstellen wurden mit vertauschten Koordinaten angegeben

S, wurde auf Grund ungenauen Arbeitens fur den Tiefpunkt der Funktion
gehalten

Erwartungsgemal’ gut hat das zweite Beispiel abgeschnitten.
Grund: die abgepriiften Inhalte waren den vorausgegangenen Ubungen sehr shnlich.
Beobachtete Fehler:

. die Anderungspunkte des Monotonieverhaltens wurden auch ds
Anderungspunkte des Kriimmungsverhaltens angesehen, obwohl es kurz vorher
eine genaue Erklérung von mir gegeben hat.

Schwierigkeiten beim Erkennen der x- und y- Achse
Bel Angaben Uber das Krummungsverhatens werden nur einzelne
Kurvenpunkte angegeben, die Intervallschreibweise wird selten verwendet.

Das schlechte Abschneiden des dritten Beispiels (niemand hat mehr als 2 Punkte) ist
meiner Menhung nach darauf zurlckzufihren, dass ich mit dem Problem des
Herausfindens der Funktionsgleichung gute Schilerlnnen zum Vernetzen ihres Wissens
von PF herausfordern wollte. Einige ,Gute’ haben sich auch sehr intensiv damit
auseinandergesetzt.

Die néchste Frage nach den Schnittpunkten mit den Achsen ist von der ersten Frage
unabhangig und ist wesentlich leichter zu beantworten.

Die Frage nach der , Besonderheit* wurde von vielen gar nicht beantwortet, vielleicht
well es die letzte Frage war.

Als Besonderheit hétte gegolten:

Doppelnullstelle, x-Achse = Tangente, Nullstelle = Hochpunkt (bzw. Tiefpunkt)
Anmerkung:

Die Fragen zum Beispiel 3 in anderer Relhenfolge zu stellen erscheint mir im
Nachhinein gunstiger, weil viele Schilerlnnen sich gar nicht an die 2. und 3. Frage
heranwagten, wenn sie die 1. Frage nicht beantworten konnten oder sie hatten sich zu
lange mit der 1. Frage beschéftigt, dass einfach keine Zeit fur die 2. und 3. Frage mehr
zur Verfigung war.

4. Fragebogener hebung

Die Fragebogenerhebung wurde Mitte Dezember 2001, also ca. 3 Wochen nach der
Arbeitsphase mittels des Fragebogens im Anhang 3 durchgefihrt.

Eine Befragung der Schilerlnnen mittels Fragebogen wahlte ich, weil mich Uber die
Forschungsfrage hinaus die Selbsteinschétzung der Lernenden und deren subjektive
Gefuhle Gber die Unterrichtseinheiten mit den PF interessierten. Von Interesse war auch
die Meinung der Schilerlnnen, in wie weit Wissen Uber die PF entwickelt worden ist.



4.1 Auswertung der Fragebogenerhebung

Frage1l

Hast du das Arbeiten mit Polynomfunktionen interessant gefunden?

sehr 1 Frage 1

ja 10

naja 7 = 13 =

nicht besonders 2 ® g —

: =
nein 0 S g — . — l
s v e i &

o
™

Frage 2

Die Erklarungen zu den Polynomfunktionen waren meiner Menung nach:

sehr gut 10 Frage 2
qut 1
mittelmaikig 8 12 .
eher schlecht 1 z — |
schlecht 0 3 |

q I:I — T T T — T !

K3 3 L
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Frage 3

Meine Einschdzung meiner jetzigen Kenntnisse Uber enige Eigenschaften der
Polynomfunktionen:

a) Definitionsbereich

Jabestens 15 Frage 3a

jaungefahr 4

mittelméadig 0 = 122

eher schlecht 1 8 0

schlecht 0 < SN e — |

A
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b) Schnittpunkte mit den Koor dinatenachsen

Ja bestens
ja ungefahr
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¢) Beschreibung des Monotoniever haltens
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d) Beschreibung des Krimmungsver haltens
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Frage4
Die Polynomfunktionen sind mir leichter / schwerer as andere Kapitel in der
Mathematik gefallen:

vid leichter 4 Frage 4

leichter 13

gleich schwer 2 = 1a —

schwerer 1 = 10

viel schwerer 0 E E — e

a2

f 5
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Frage5
Meine Kenntnisse Uber Polynomfunktionen wurden von meiner Mathematiklehrerin
beurteilt:

sehr gerecht 3 Frage 5

gerecht 13

mittel m&kig 4 = B =

weniger gerecht 0 E 12

ungerecht 0 < o = = .

& g o S

PLANN 5 ﬂ.ﬁ &
a

4.2 Kommentar und Interpretation

Die Beantwortung der Fragen 1 und 2 hat mich as Lehrerin zufrieden mit dem Ablauf
der Untersuchung gemacht. Wenn Schilerlnnen das Arbeiten in Mathematik zum
Uberwiegenden Teil interessant finden, dann habe ich ,Verbindungen zwischen
Schilerlnnen und Polynomfunktionen® kntipfen kénnen. Die meisten finden auch, dass
meine Erklarungen gut bis mittelmaiig waren, schlecht werde ich von niemandem
beurteilt.

So wie die Schilerlnnen das eigene Konnen (Frage 3) einschétzen, hétte es bei dem
Test fast nur Sehr gut und Gut geben diurfen, denn die Uberwiegende Mehrheit
(eigentlich fast ale) kennt sich (nach eigener Einschédtzung) bestens und ungefahr aus.
Entweder haben sich viele Uberschétzt oder die Auswahl der Antwortmoglichkeiten war
Zu wenig exakt von mir vorgegeben. Vor alem erscheint mir die Wahlantwort ,ja
ungefahr* zu vage und zu undeutlich. Es kann auch eine Diskrepanz der Schilerlnnen -
Auffassung und meiner Auffassung der Wahlantwort ,,ja ungefahr” vorliegen.
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Bei den Antworten zur Beschrelbung des Krimmungsverhaltens hétte ein deutlicher
Unterschied zum Monotonieverhalten auftreten missen, wenn man den Wissensstand
der Schilerlnnen bei den Tests als Vergleich heranzient. Danach ndmlich hat es vor
allem bei der Beschreibung der Krimmung grof3e Méangel gegeben.
Dem Grofdell der Klasse ist die Behandlung der PF leichter as anderes in der
Mathematik gefallen — resultiert aus der Beantwortung der Frage 4. Die Ursachen dafur
konnen sein:

die Unkompliziertheit der PF

die eingehende Behandlung

der etwas andere Zugang zu dem Thema — das Experimentieren

mehr Freude durch den Einsatz des Computers.
Nach der Beantwortung von Frage 5 fuhlen sich die neisten in dieser Klasse von mir
gerecht beurteilt. Das ist fur mich sehr zufriedenstellend, trotzdem sehe ich einen
Widerspruch: Die Selbsteinschétzung tber den Wissensstand ist laut Frage 3 sehr hoch,
die Testnoten spiegeln diesen Sachverhalt nicht ganz wider (wenn auch das
Testergebnis fur die Klasse sehr schon ist) und trotz dieses Widerspruchs wird die
Benotung generell as gerecht empfunden.

5. Schilerinterviews

5.1 Ankerfragen und Prézisionsfragen

1. Ankerfrage- Einstieg
Hat dir die Unterrichtseinheit Gber die Polynomfunktionen Spal3 gemacht oder
nicht?

Prazisionsfragen:
- Grunde dafr und dagegen
Beschéaftigung lieber as mit anderen Themen der Mathematik
War der Unterricht anders als sonst?
Hast du dir vom Experimentieren mit den Funktionen mehr gemerkt als von
einem Lehrervortrag oder ist es umgekehrt?

2. Ankerfrage - Hauptfrage
Welche Eigenschaften der Polynomfunktionen waren fir dich am ehesten
ver stdndlich — was war am ehesten unklar?

Préazisionsfragen:
Warum verstandlich warum unklar?
Was hétte deiner Meinung nach zum Verstandnis noch beitragen konnen?

3. Ankerfrage— Schlussvom 4. Grad auf 5. Grad
Stichwort: Gegeben ist eine Polynomfunktion vom Grad 5.
Wasfallt dir dazu ein?

13



Pré&zisionsfragen:
Funktionsvorschrift
Nullstellen/ S,
Hoch und Tiefpunkte im Zusammenhang mit der Monotonie
Links-Rechtskurve / Anderungspunkte
Stetige Funktion

5.2 Forschungsziel der Interviews

Ist es mir gelungen durch das Experimentieren mit Polynomfunktionen in meinen
Schilerlnnen ausreichend mathematisches Wissen Uber diese Funktionen zu erzeugen?
Durch die Forschungsfragen wollte ich differenzierter wissen, wie es den Schilerlnnen
ergangen ist, um daraus zu Hinweisen fir ein nachstes Mal zu gelangen. Durch die
Antworten der Schulerlnnen wollte ich Zusatzinformationen fir eine Optimierung
dieses Unterrichtsmodells bekommen.

5.3  Zur Durchfiihrung der Interviews

Es wurden 2 Gruppeninterviews mit je 3 Schilerlnnen durchgefihrt.

Gruppeninterviews wahlte ich deshalb, weil ich durch die Anwesenheit von mehreren
Gespréchspartnern eine ungezwungenere Atmosphére schaffen wollte. Ein Ein-Schiiler-
Lehrer Interview scheint mir oft einer Prifungssituation @hnlich. Auf3erdem interessierte
mich die Kommunikation innerhalb der Schulerlnnen Gruppe.

Meine Interviewpartner waren nur zogerlich bereit, einige haben dies Uberhaupt
abgelehnt.

Die Interviews fanden in der Unterrichtszeit (letzte Stunde vor Weihnachten) statt. Die
Interviewpartner des 2. Interviews wurden gebeten wahrend des 1. Interviews in den
Pausenraum zu gehen.

Die Interviews wurden mit einem Diktiergerét aufgenommen, um ihre Dokumentation
zu ermoglichen.

Gruppe 1
Wilfried (W) : leistungsmaldig mittelmaldiger Schiler, versteht sehr schnell, ist leicht zu
motivieren, steht dem Experimentieren mit PF sehr positiv gegentber, freut sich sehr,
mein Interviewpartner zu sein

Corina (C): aulRerordentlich schwache Schilerin, bel der auch der erforderliche Einsatz
fehlt, erforderliche Vorkenntnisse nur auf3erst mangel haft vorhanden

Michael (M): erlebt heuer einen , Aufschwung®, hat in diesem Schuljahr viel Freude

und Einsatz in der Schule und freut sich Gber Lob und gute Noten, arbeitet viel lieber
mit Papier und Bleistift als am Computer
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Gruppe 2.
Harald (H): nach 2 ,, mathematikschwachen® Jahren ist er heuer mit viel Engagement bei
der Sache und l&sst seine Umgebung seine Begeisterung splren, sehr extrovertiert und
voll Initiativen

Andreas (A): Repetent (nicht Mathematik), durch auf3erschulische Tétigkeiten viel
abwesend, seine positive Einstellung zu unseren Mathematikstunden deutlich spirbar,
arbeitet geschickt und gerne mit Excel

Iris (1): sehr gute und fleil3ige Schilerin, konstante gute Leistungen

5.4 Ergebnisse der Interviews
Zur 1. Ankerfrage

Wenn man von Michaels ,Computerunlust® (Das hass ich echt]) und Corinas
»Mathematikunlust“ (Exponential funktionen und Polynomfunktionen — das ist ein rotes
Tuch!) absieht, ist es fur die Schilerlnnen interessant gewesen und hat ihnen Spal3
gemacht. Fir Harald war es sogar super (3mal in einem Statement). Fir Andreas war es
anders als normaler Unterricht — gemeint hat er wohl das Experimentieren mit ,, Excel®.
Und bekanntlich kommt ja jeder Unterricht, der anders als der Normalfall ablauft, bei
Schiilerlnnen gut an und erzeugt |angere K onzentrationsphasen. Bis auf Corinasind alle
der Meinung, dass sie sich mehr mathematisches Wissen a's sonst mitgenommen haben,
auch Michadl. Iris bringt klar zum Ausdruck, dass der Stoff leichter war, sich alle mehr
angestrengt haben als sonst, well selber gearbeitet werden musste und nicht nur von mir
présentiert worden ist (Arbeit am PC geht leichter in den Kopf hinein!). Dieses ,, Selber-
Erarbeiten” beginstigt meiner Meinung nach das bessere und langere Behalten von
mathematischen Inhalten. Ein wesentlicher Aspekt ist, dass der Computer mit ,, Excel”
fur die mesten ein Motivationsfaktor war. Als negative Aspekte werden die
Zeitknappheit und die Wahl des Zeitpunkts fur die Unterrichtseinheit genannt. Meine
Interviewpartner sind der Meinung, dass dieses Thema noch ausfihrlicher erdrtert hétte
werden sollen, und nicht nur als kurzer Lehrgang, so wie es von mir gedacht war.
Andreas wunscht sich den gesamten Mathematikunterricht am Computer.

Zur 2. Ankerfrage

Am unklarsten sind noch immer die Anderungspunkte des Krimmungsverhaltens.
Michael meint, dass es sehr leicht ist, diese zu erkennen, vertritt jedoch Uberzeugt und
wiederholt die falsche Meinung, dass diese identisch mit den Extremstellen sind. Bel
der 3. Ankerfrage jedoch antwortet er, dass es bei einer PF 5. Grades 4 Extremwerte,
aber nur 3 Anderungen des Kriimmungsverhaltens gibt; eigentlich ein Widerspruch zu
seiner vorigen Aussage?

Der Vergleich mit dem Autofahren (Rechtskurve, Linkskurve) ist in guter Erinnerung
geblieben und damit das Erkennen von Rechts- und Linkskrimmung. Iris meint, dass
der Vergleich fur sie klarend gewirkt hat, Wilfried dagegen ist sich da nicht so sicher.
Die Ubrigen Eigenschaften, den Verlauf betreffend, scheinen keine Probleme bereitet zu
haben. Technische Probleme mit den Excel-Werkzeugen , Zielwertsuche* und ,, Solver”
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haben alle gehabt, deren Handhabung dann aber sehr schnell verstanden wurde. Unser
» Computermuffel“ Michael glaubt, dass er deren Gebrauch schon wieder vergessen hat,
Harald und Andreas meinen, dass sie sich das besonders lange merken werden.

Zur 3. Ankerfrage

Die Anzahlen der Nullstellen sowie der Anderungspunkte von Monotonieverhalten und
Krimmungsverhalten im Zusammenhang mit dem Grad der PF sind den Schilerlnnen
bekannt, auch die mathematikschwache Corina wei 3 dartiber ziemlich genau Bescheid.

5.5

Kommentar zu den Interviews

Leider sind die Interviews nicht so gelaufen, dass eine eindeutige Antwort auf
meine Forschungsfrage herausgelesen werden konnte. Der Grund dafir ist, dass
meine Interviewfragen zu allgemein gestellt waren und sich zu wenig auf die
untersuchte Unterrichtseinheit bezogen.

Die wesentliche Erkenntnis aus den Gruppeninterviews ist, dass es
hauptsachlich der experimentelle Zugang Uber ,,Excel” ist, der die Schulerlnnen
beeindruckt hat.

Es hat sich weiters gezeigt, dass auch an einer Handelsakademie nicht alle
Schilerlnnen ,, Computerfreaks® sind: Michael steht der Computerarbeit aulierst
negativ gegentiber und Corina der Mathematik Uberhaupt. Obwohl bei diesen
beiden eine ablehnende Haltung gegentiber dieser Unterrichtseinheit ersichtlich
ist, hdre ich aus den Interviews heraus, dass

mathematisches Wissen in den Schulerlnnen entwickelt worden ist:

» W: Ich glaub, die Kurvenbeobachtung und das ganze, das wird ich mir
jetzt ziemlich gut merken, weil das ist mir am Computer relativ leicht
gefallen..

» M: Ich glaub, die Schnittpunkte sind nicht so schwer auszurechnen oder
zum Ablesen...

» W: Ich glaub, dass die Kurven — Linkskurve, Rechtskurve —das war das
schwer ste fur mich, weil ich mir zuerst gedacht habe, die Kurven andern
sich einfach...

» C: Nullstellen! Dann... ich hab mir das gemerkt, dass so viele Nullstellen
sind, so vielten Grades esist; so hab ich das auch ausrechnen kénnen!

» H: Esist am Computer leichter als es so zu rechnen — find ich, weil du
gehst auf den Solver und der macht das mit der Formel und man kann
das dann super kontrollieren; bei Graphiken kann man super
nachschauen. Man sieht auch super die Nullstellen — ich muss sagen,
dasist ziemlich leicht! Das merkt man sich geschwind!

» H: Aber wo sie das mit dem Auto gesagt haben, das war dann ziemlich
leichter! (Anm.: es geht um die Krimmung)

» |: Dann hab ich die auch verstanden! (Anm.: die Krimmung) Und das
andere, das war eh alles kein Problem!

» H: Potenz minus 1, minus 2; das merkt man sich ganz gut! (Anm.:
Anzahl der Anderungspunkte des Monotonie- bzw.
KrUmmungsver haltens)
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» A: Hochstens 5 Nullstellen! Es kann auch nur eine geben (Anm.: PF 5.
Grades)

Inwiefern dieses Wissen den Zugang zur Analysis tatsachlich leichter macht,
wird sich erst im Laufe des Schuljahres herausstellen. Meiner personlichen
Einschdtzung nach sind Begriffsvorstellungen durch Beobachtung der
Phéanomene der PF erzeugt worden, die gute Voraussetzungen fur das
Verstandnis der Differentialrechnung darstellen.

Ich glaube auch, dass ich ehrliche Menungen gehtrt habe. Die
Verschiedenartigkeit der einzelnen Stellungnahmen machen die Interviews und
ihre Interpretation interessant.

Wenn auch die zufriedenstellende Antwort auf die am Anfang dieser Arbeit gestellte
Frage nicht gefunden werden konnte, so gibt es nach den Gruppeninterviews einige
gedankliche ,Briicken" zu dieser Antwort.

Obwohl sich die Schilerlnnen mehr Zeit fur diese Unterrichtseinheit wiinschen, finde
ich, dass in der Kirze ein Teil der Effektivitdt gelegen ist. Als Vorteile sehe ich die
Vorbereitung in Form von Arbeitsunterlagen, die an die Schiiler ausgeteilt wurden; und
die doch etwas andere Aufbereitung eines Stoffkapitels. Die Neugierde der
Schilerlnnen war da und diese Neugierde war auch die Antriebsfeder fur deren
vermehrten Arbeitseinsatz. Eine weitere Motivation fur viel Schilerinnen war das
Arbeiten im DV-Saal. Im Verhdtnis zum aufgewendeten Schulstundeneinsatz sehe ich
das Ergebnis positiv, da die Effektivitdt meines Erachtens nach hoch war. Etwas ist auf
alle Fale hangen geblieben und dies rechtfertigt meinen kurzen ,,Vorkurs zur Analysis'.
Erwadhnen mochte ich auch, dass ich selber viel Freude in dieser Arbeitsphase
empfunden habe; auch glaube ich, dass meine Nebenanliegen (Zugange zur Mathematik
zu schaffen, Abbau der Mathematikangst) erfiillt worden sind. Der Vorkurs stellt eine
Art , Erlebnismathematik” (fir die Schilerlnnen und fir mich) dar und war zusétzlich
ein Forderer der Kommunikation.

Als negative Komponenten erscheinen mir die manchmal mathematisch zu wenig exakt
definierten Begriffe zB: Definitionsmenge, Stetigkeit, Zusammenhang zwischen dem
Grad der PF und (maximaler) Anzahl der Nullstellen, Anderungspunkte des Monotonie-
und Krimmungsverhaltens. Ich bin jedoch der Meinung, dass sich meine mangelnde
mathematische Exaktheit zugunsten von Verstdndlichkeit ausgewirkt hat. Aul3erdem
wird die Praziserung und Exaktifizierung von enigen Begriffen in der
Differentialrechnung stattfinden.

6. Zusammenfassung und K onsequenzen
6.1 Waswurde gemacht?

Die in der Differentia- und Integralrechnung immer wieder verwendeten und auf Grund
ihrer Unkompliziertheit angestrebten PF werden in einem kurzen Lehrgang vor der
Differentialrechnung in der 4. Klasse der Handel sakademie mit ihren Phanomenen den
Schilerlnnen vorgestel|t.
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Nach einer Einfihrung in die Excel-Werkzeuge ,, Zielwertsuche" und ,, Solver” und einer
freilen Experimentierstunde werden die Lernenden mit konkreten Arbeitsauftragen
ausgestattet, um auffallende Erscheinungen der PF zu untersuchen und
Regelméaldigkeiten herauszufinden. Eine dazu konzipierte Hauslibung soll helfen, das
Muster zwischen der Termdarstellung und der graphischen Darstellung herauszufinden.
In einem anschlief3endem Test wird das vorwiegend experimentell entwickelte Wissen
Uberprift. Eine Fragebogenerhebung und  Gruppeninterviews geben  Uber
Selbsteinschdtzung der Schulerlnnen, deren Gefiihle bei der Arbeit und deren
Evaluierung der Unterrichtseinheit Auskunft.

Der Ablauf dieser 6 Unterrichtsstunden war bis auf die freie Experimentierstunde genau
geplant. Als sehr positiv habe ich dabel gesehen, dass die Klasse eine sehr konzentrierte
Arbeitshaltung gezeigt hat, gut motiviert war und sehr gute Ergebnisse (im Vergleich
mit anderen Mathematik-L eistungsfeststellungen) beim Test aufgewiesen hat. Sehr
interessant war fur mich die Moglichkeit, die Schilerlnnen in der Arbeitsphase bel
ihren Strategien, ein Problem zu [6sen, beobachten zu kénnen. Das Arbeiten im DV-
Saal mit Hilfe von ,,Excel” war fir die Lernenden und fir mich eine Bereicherung - eine
Erkenntnis, die wir (die Klasse und ich) schonaus friheren Arbeiten kennen.

Im speziellen habe ich versucht herauszufinden, wie weit die Kurvenuntersuchung von
PF ohne Differentialrechnung méglich und sinnvoll ist, wo die Grenzen liegen und
welche Vorarbeit damit fur die Differentialrechnung geleistet werden kann. Mein
Anliegen war, durch anschauliche Darstellungen von PF in meinen Schilerlnnen
Assoziationen mit deren Termdarstellungen zu wecken. Extremwerte und Wendepunkte
sollten durch wiederholtes Experimentieren (in Excel) mit verschiedenen PF intuitiv
herausgefunden werden.

6.2 Waswael3ich jetzt?

© Sehr gut war meine eigene Auseinandersetzung mit dem Thema. Bereits in den
letzten 2 Jahren habe ich vor der Differentiarechnung in der 4. Klasse
Handelsakademie PF als Wiederholung behandelt. Doch diesma war eine
genaue Analyse fur mich erforderlich, was von den PF fir den weiterfiihrenden
Mathematik-Unterricht wesentlich ist (sehe 1.2). Danach ist das Konzept fir
diese Unterrichtseinheit entstanden.

© Wie aus den Interviews hervorgeht, sind Faktoren, die zum Gelingen beitragen,
die Arbeit am Computer und die eigene, exemplarische Untersuchung, das
eigene Tun der Schilerinnen.

© Durch das Erforschen der PF durch ,learning by doing* und die Erreichbarkeit
der angestrebten Ziele konnten bel den Lernenden mathematische Begriffe
verankert werden, bel dem einen sehr seicht und locker, beim anderen tiefer und
fester.

® Durch die Zeitknappheit (nur 2 Unterrichtsstunden pro Woche) war das
Programm dicht gedrangt. Fir manche Schulerlnnen wére durch eine zusétzliche
Besprechungsstunde in der Klasse vieles klarer geworden.

® Intuitive Verstandlichkeit versus formale Exaktheit! Hier musste ich mich um
eine bessere Symbiose bemthen. Diesma hat die Verstandlichkeit Vorrang
gehabt! Ich wollte den Schilerlinnen das Gefuhl vermitteln, durch ihre

18



Untersuchungen auf eine Erkenntnis zu stof3en (siehe: Vermutung 1 und 2 am
Ende von Arbeitsblatt 1 und 2). Verschwiegen habe ich ihnen, dass es nicht mit
adlen PF so funktioniert und en algemein gultiger Zusammenhang rein
graphisch nicht gefunden werden kann. Um diese Unexaktheit in Grenzen zu
halten, habe ich von ener ,maximalen* Anzahl von Nullstellen, Extremwerten
und Wendepunkten gesprochen. Andreas erinnert sich im Gruppeninterview
daran, wenn seine Antwort auf die Frage nach der Anzahl der Nullstellen einer
Polynomfunktion 5. Grades lautet: Hochstens 5 Nullstellen! Es kann auch nur
eine geben...

® Antwortmoglichkeiten bel der Fragebogenaktion sollten exakter und
unmissverstandlicher sein. Die Interviewfragen sollten die Fragebogenfragen
vertiefen und daher vid detaillierter gestellt werden. Der Bezug zur
Forschungsfrage sollte deutlicher und direkter sein. Dann wéren genauere
Aussagen maglich.

6.3 Konseguenzen

Die wesentlichste Erkenntnis nach Verfassen dieser Studie ist, dass ich enen
ahnlichen kurzen Lehrgang tUber PF vor Einfuhrung der Differentialrechnung
sicher wieder unterrichten werde.

Durch Beobachtung verschiedener Funktionsgraphen von PF konnten in den
Schilerlnnen Assoziationen zwischen der Termdarstellung und der graphischen
Darstellung erzeugt und verankert werden.

Der Zusammenhang zwischen der maximalen Anzahl der Nullstellen und dem Grad der
PF war den meisten klar.

Das Monotonieverhalten einer PF und seine Anderungspunkte sowie deren numerische
Auffindung wurde vom Grofdeil verstanden und konnte bel den Testbeispielen
angewendet werden.

Probleme bereiteten hingegen die Anderungspunkte des Krimmungsverhaltens. Diese
wurden von vielen Lernenden immer wieder as die Extremwerte angesehen. Das
ungeféhre Ablesen aus dem Graphen erschien wahrscheinlich vielen nicht als probate
mathematische Methode, weshalb dann einfach die Extremwerte zu diesen erklart
wurden. Das exakte mathematische Verfahren zur Berechnung eines Wendepunktes in
der Differentiarechnung, also das Bilden der 2. Ableitung, das Einsetzen des
errechneten xWertes in die Funktionsgleichung, die Berechnung des Wertes f(x) und
das Hinschreiben des Wendepunktes (x / f(x)), gewinnt an Bedeutung, wenn der
Wendepunkt in einem Vorkurs intuitiv erkannt wurde und als Anderungspunkt des
Krimmungsverhaltens verstanden wurde.

Eine weitere Schwierigkeit fur die Schilerlnnen war die Angabe der Intervale fir
Monotonie und Krimmung; statt Intervallen wurden vielfach nur Kurvenpunkte fir ein
bestimmtes Verhalten angegeben. In Zukunft misste auf diese Md&glichkeit, einen
Bereich anzugeben, vorher extra hingewiesen werden.
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Generell mochte ich bei Wiederholung eines solchen Kurses versuchen, besonders drel
Aspekte zu berlicksichtigen:

1. Der freien Experimentierstunde mochte ich mehr Stellenwert geben. Dies konnte
so ablaufen, dass einige Funktionen als Ausgangspunkte angegeben werden,
jedoch ohne konkrete Aufgabenstellung. Offenes Ausprobieren soll den
Schilerlnnen mdglich sein und damit auch der Kreativitdt de Tur gedffnet
werden. Darauf basierend sollte ein ,, Programm Uber PF* erstellt werden. Diese
Systematik, die wahrscheinlich in jeder Klasse ein bisschen anders ausschauen
wird, sollte die Grundlage fur die weitere Anleitung zum Untersuchen von PF
sin.

2. Den 2 Vemutungen am Ende vom Arbeitsblatt 1 und 2, die von den
Schilerlnnen getétigt werden sollen, werde ich im Rahmen einer Wiederholung
des Kurses etwas an Bedeutung nehmen. Sie sind experimentell nur bel
speziellen Funktionen, wie ich sie diesmal ausgewahlt habe, machbar. Um sie
im Rahmen dieser Arbeit beantworten zu kénnen, habe ich immer nach der
maximalen Anzahl der Nullstellen, Anderungspunkten des...gefragt.

3. Zur Evauierung des Kurses mochte ich die Schilerlnnen veranlassen, mind-
maps zu zeichnen. Dadurch konnte ich zweierlel erreichen: einerseits sollen die
Lernenden veranlasst werden, mégliche Vernetzungen von bereits erworbenen
Wissen herzustellen und andrerseits kann ich durch Uberdenken solcher mind-
maps Einblick in die Denkstrukturen von Mathemmetik-Lernenden gewinnen.

7. Aus meinem For schungstagebuch

21. Februar 2002 (Doppel stunde)
Thema: Kurvendiskussion von PF 2. und 3. Grades

1. Stunde

Wir wiederholen die Eigenschaften Monotonie und Krimmungsverhalten. Eigentlich
bin ich Uberrascht, wie viel noch gewusst wird. Rasch besprechen wir die Stationen der
Kurvendiskussion an Hand von f(x) = x2 - 5x. Probleme gibt’s beim Wendepunkt! Die
Schilerlnnen vermuten, dass es einen gibt. Haben sie denn so viel von unserem Vorkurs
vergessen? Nach einer kurzen Diskussion konnen wir die Frage klaren! Gott-sei-Dank,
als passives Wissen ist’'s ja in ihren Kopfen gespeichert! Zogernd, aber richtig kommt
die Antwort: Die Kurve andert ja ihr Krimmungsverhalten nicht! Also kann sie keinen
Wendepunkt besitzen.

2. Stunde

Im DV-Saa untersuchen wir PF 3. Grades und variieren die Koeffizienten Uber einen
Schieberegler. Graphen, Nullstellen und Extremwerte gehen gut und schnell.
Wendepunkt und Wendetangente werden Uber die Differentialrechnung bestimmt und in
den Graphen kontrolliert. Viele Aha-Erlebnisse bei den Schilerlnnen! Vorkurs und die
ganze Arbeit waren aso doch nicht umsonst! Echt schon!
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Anhang

Anhang 1. Arbeitsprogramm fur die Schilernnen

Meine Einsichten

in Polynomfunktionen

Name:

Klasse:

Datum:




Katalog von Eigenschaften von Polynomfunktionen (PF)
fx)=y=ax" +bxX""+ X"+ d. X"+

Ein 10-Punkte-Programm zur Hilfe beim Experimentieren mit
Polynomfunktionen.

1.

Grad n einer PF = in der Termdarstellung héchster vorkommender Exponent

2.

PF sind stetige Funktionen, sie konnen ,,ohne Absetzen gezeichnet werden.

3.

Der Definitionsbereich D ist jener Bereich, aus dem die xWerte zu entnehmen sind.
Fur PF gilt: Definitionsbereich =R. Zusétzlich ist der Angabe ein Definitionsintervall
als Teilmenge von R zu entnehmen, das auf den Bildschirmausschnitt einschrénkt.

4.

Der Graph einer PF ist die Darstellung im Koordinatensystem

5.

Das Monotoniever halten drickt den Aufwarts- oder Abwartstrend der Funktionswerte
aus, man spricht von einer monoton steigenden oder monoton fallenden Funktion
(Vergleiche: unendliche Zahlenfolgen). Aufgrund des Graphen der Funktion kann
dieses festgestellt werden. An bestimmten Stellen kann es zu einer Anderung des
Monotonieverhaltens kommen.

6.

Die Extremstellen:

1Art: absolute Extremstellen = hochste und tiefste Werte in einem bestimmten
Definitionsbereich

2. Art: relative Extremstellen = , Bergspitzen” und , Talsohlen* in einer bestimmten
Umgebung dieser.

7.

Die Nullstellen N sind die Schnittpunkte mit der x Achse und werden durch f(x) = 0
bestimmt. Wenn x; = X2, dann spricht man von einer Doppel nullstelle.

8.

Die Schnittpunkte mit der y-Achse werden mit S, bezeichnet und werden durchx =0
bestimmit.

0.

Der Funktionsterm einer PF (mindestens Grad = 2) kann as Produkt von
Linearfaktoren dargestellt werden:

X=x).(X =%).X - X3) . cooreus , wobel xi, %, X,....die Nullstellen der Funktion
darstellen.
10.

Bei der Untersuchung der Krimmung unterscheidet man eine Linkskurve und eine
Rechtskurve. Beachtet muss dabei immer die mathematische Vorgangsweise (von links
nach rechts oder mit steigenden xWerten) werden.




Arbeitsblatt 1

Verhalten von Funktionsgraphen

An den Graphen der folgenden Funktionen soll im Definitionsintervall D = [-4,+5]

das Monotonieverhalten
das Krimmungsverhalten
naher untersucht werden.

Lineare Funktionen:
yl=2x-3
y2 = -1/2x+4

Quadratische Funktionen:
y3 = X%-5x+4
y4 = -x+3

Funktionen 3. Grades:
y5 = x3-2x2-8x
y6 = x2.(x-1)

Funktionen 4. Grades:
y7 = x*+x3-11x2-9x+18
y8 = x*17x2+16

Lin.Fkt.(n=1)

Quadr .Fkt.(n=2)

Fkt.3.Gr.(n=3)

Fkt.4.Gr.(n=4)

yl y2

y3 y4

yo y6

y7 y8

Monotonsteigend

Monoton fallend

Wie oft andert
sich die
M onotonie?

Wo andert sich
die Monotonie?

| st eine
Krimmung
feststellbar?

Rechtskurve

Linkskurve

Wie oft andert
sich die
Krimmung?




Stellen Sie nun eine Vermutung 1 auf dber

die maximale Anzahl der Anderungen des Monotoniever haltens: und
die maximale Anzahl der Anderungen des Krimmungsver haltens:

einer PFvom Grad n.

Arbeatshlatt 2

Wichtige Punkte von Funktionsgraphen

An den Graphen der PF vom Arbeitsblait 1 sollen die folgenden Punkte naher
untersucht werden:

1. Nullstellen N (Zielwertsuche im Excel verwenden)

2. Schnittpunkte mit der y-Achse S, (aus der Termdarstellung ablesen)

3. Relative Extremwerte (, Bergspitzen® und , Talsohlen®)
(Solver im Excel verwenden)

4. Anderungspunkte des Krimmungsverhatens (aus dem Funktionsgraphen ~
ablesen)

Lin.Fkt.(n=1) | Quadr.Fkt.(n=2) | Fkt.3.Gr.(n=3) | Fkt.4.Gr.(n=4)

yl |y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8

Anzahl der Nst.

Nullstellen

S,

Bergspitzen

Talsohlen

Anzahl der rd.
Extremwerte

Anzahl der
Anderungspunkte
desKr.verhaltens

Anderungspunkte
desKr.verhaltens

Stellen Sie nun eine Ver mutung 2 auf Gber

die maximale Anzahl der Nullstellen: , die maximale Anzahl der
relativen Extremwerte: und die maximale Anzahl der Anderungspunkte
des Krimmungsver haltens: einer PFvom Grad n.

Erkennen Sie Zusammenhénge zwischen dem Verhalten von Funktionen
ver schiedenen Grades und ihren wesentlichen Punkten? Wenn ja, welche?




Arbeitsblatt 3

Graphenpuzzle
Versuchen Sie die unten angefihrten Termdarstellungen von Funktionen den
Funktionsgraphen zuzuordnen:
1. 2.
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ay=3 entspricht Bild
b) y = —15x2 + 4x + 12 entspricht Bild
y=-x2+2x-1 entspricht Bild
d)y =x3-3x? entspricht Bild
ey=3x+4 entspricht Bild
f) y = X' —13x2+36 entspricht Bild
Qy=x2+x-6 entspricht Bild
h)y =x3+ x2- 2x entspricht Bild




Arbeitsblatt 4

Der Geist

0
ot

= KoOrper
= Augen
. . . . Nase
5 - 3 A 1 3 5 | = Mund

-20 4

40 -

60
o0

Problemstellung:

Fir die Umrisse des Geistes, seine Augen, den Mund und die Nase sind Funktionsterme
mit einem jeweils geeigneten Definitionsbereich zu finden.

Geist:

yl=
Definitionsbereich:
Augen:

y2=
Definitionsbereich:
Nase:

y3=
Definitionsbereich:
Mund:

y4 =
Definitionsbereich:

\




Anhang 2: Tests Gruppe A, B

Test Uber Polynomfunktionen / 4AHH / 29. November 2001

GruppeA
Name : Punkte: Note:
1.
Bel den folgenden 2 Funktionen ist auf Grund einer Skizze zu untersuchen:
Grad
Nullstellen
Monotonieverhalten
Krimmungsverhalten
y=X2+X—-6 D =[-4, +3]
y=12x 4 D =[-1, +9]

VI



2.
Aus den folgenden 2 Funktionsgraphen sind folgende Eigenschaften und Punkte
abzulesen:
- Grad
Nullstellen
Hoch — und Tiefpunkte
Anderungspunkte des Krimmungsverhaltens (wo &ndert sich das
Krimmungsverhalten in welcher Art?)

VIl



Versuchen Sie die Gleichung des vorliegenden Funktionsgraphen
herauszufinden!

Wo liegen die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen?

Welche Besonderheit fallt auf?

Viel Erfolg!



Test Uber Polynomfunktionen / 4AHH / 29. November 2001

GruppeB
Name: Punkte: Note:
1.
Bel den folgenden 2 Funktionen ist auf Grund einer Skizze zu untersuchen:
Grad
Nullstellen
Monotonieverhalten
Krimmungsverhalten
y=xX2+x-2 D=[-3,+2]
y=-1U2x+4 D =[-1, +9]



2.
Aus den folgenden 2 Funktionsgraphen sind folgende Eigenschaften und Punkte
abzulesen:
- Grad
Nullstellen
Hoch — und Tiefpunkte
Anderungspunkte des Krimmungsverhaltens (wo &ndert sich das
Krimmungsverhalten in welcher Art?)

XI



Versuchen Sie die Gleichung des vorliegenden Funktionsgraphen
herauszufinden!

Wo liegen die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen?

Welche Besonderheit fallt auf?

Viel Erfolg!
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Anhang 3: Fragebogen

Fragebogen zur Unterrichtseinheit mit dem Thema ,, Polynomfunktionen®

Dieser Fragebogen dient der Anayse des Mathematikunterrichts und somit euch
Schilern. Daher hitte ich euch um gewissenhafte Antworten!

1.

Hast du das Arbeiten mit den Polynomfunktionen interessant gefunden?

[] [] [] [] []
sehr ja naja nicht besonders nein
2.

Die Erklarungen zu den Polynomfunktionen waren meiner Meinung nach:

[] ] ] L] []
sehr gut gut mittelméaldig eher schlecht schlecht
3

Meine Einschdtzung mener jetzigen Kenntnisse Uber einige Eigenschaften der
Polynomfunktionen:
a) Definitionsbereich

[ [] [] [] []
jabestens jaungefédhr  mittelmaldig eher schlecht schlecht
b) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

[ [] [] [] []
jabestens jaungefédhr mittelméfdig eher schlecht schlecht
) Beschreibung des M onotonieverhaltens

[ [] [] [] ]
jabestens jaungefédhr mittelméaldig eher schlecht schlecht
d) Beschreibung des Krimmungsverhaltens

[] [] [] [] [
jabestens jaungefahr mittelméfdig eher schlecht schlecht
4

bie Polynomfunktionen sind mir leichter / schwerer als andere Kapitel in der
Mathematik gefallen:

[] [] [] [] []
viel leichter leichter gleich schwer schwerer viel schwerer
5

Meine Kenntnisse Uber Polynomfunktionen wurden von meiner Mathematiklehrerin
beurteilt.

[] [] [] [] []
sehr gerecht gerecht  mittelméaldig weniger gerecht ungerecht

Fur deine Antworten danke ich dir und werde dich Uber die Ergebnisse
informieren!
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